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2013 年考研数学二真题及答案 

一、选择题  1—8 小题．每小题 4 分，共 32 分． 

１．设
2

)(),(sin1cos


  xxxx ，当 0x 时，  x  （   ） 

（A）比 x 高阶的无穷小             （B）比 x 低阶的无穷小 

（C）与 x 同阶但不等价无穷小       （D）与 x 等价无穷小 

【详解】显然当 0x 时 )(~
2

1
~)(sin,

2

1
~)(sin1cos 2 xxxxxxx   ，故应该选（C）． 

2．已知  xfy  是由方程   1lncos  xyxy 确定，则 


















1

2
lim

n
fn

n
（   ） 

（A）2          （B）1   （C）-1             （D）-2 

【分析】本题考查的隐函数的求导法则信函数在一点导数的定义． 

【详解】将 0x 代入方程得 1)0(  fy ，在方程两边求导，得 01
'

)')(sin( 
y

y
xyyxy ，代入

1,0  yx ，知 1)0(')0('  fy ． 

2)0('2
2

)0()
2

(

lim21
2

lim 






















f

n

f
n

f

n
fn

nn
，故应该选（A）． 

３．设









]2,[,2

),0[,sin
)(





x

xx
xf ， 

x

dttfxF
0

)()( 则（  ） 

（Ａ） x 为 )(xF 的跳跃间断点． （Ｂ） x 为 )(xF 的可去间断点．     

（Ｃ） )(xF 在 x 连续但不可导． （Ｄ） )(xF 在 x 可导． 

【详解】只要注意 x 是函数 )(xf 的跳跃间断点，则应该是 
x

dttfxF
0

)()( 连续点，但不可导．应

选（Ｃ）． 

４．设函数























ex
xx

ex
x

xf

,
ln

1

1,
)1(

1

)(

1

1





，且反常积分  dxxf


收敛，则（  ） 

（A） 2            （B） 2a           （C） 02  a          （D） 20   

【详解】 










e

e

dx
xxx

dx
dxxf

11 11 ln

1

)1(
)(


， 

其中 







1

0 11 1)1(

ee

t

dt

x

dx


当且仅当 11 时才收敛； 
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而第二个反常积分
x

xdx
xx

x

e 



  lnlim

11
|ln

1

ln

1
11







 ，当且仅当 0a 才收敛． 

从而仅当 20  时，反常积分  dxxf


才收敛，故应选（Ｄ）． 

５．设函数  xyf
x

y
z  ，其中 f 可微，则 










y

z

x

z

y

x
（    ） 

（A） )('2 xyyf   （B） )('2 xyyf （C） )(
2

xyf
x

   （D） )(
2

xyf
x

  

【详解】 )('2)(')(
1

)(')(
2

2
xyyfxyyfxyf

x
xyf

x

y
xyf

x

y

y

x

y

z

x

z

y

x



















．应该选（A）． 

6．设 kD 是圆域  1|),( 22  yxyxD 的第 k 象限的部分，记  

kD

k dxdyxyI )( ，则（  ） 

（A） 01 I       （B） 02 I    （C） 03 I       （D） 04 I  

【详解】由极坐标系下二重积分的计算可知 

 
















2

2

1

2

2

1

1

0

22

2
)1(

|cossin
3

1

)sin(sin
3

1
)cos(sin)(

k

k

k

k

k

k
D

k ddrrddxdyxyI

k








 
 

所以 
3

2
,

3

2
,0 4231  IIII ，应该选（B）． 

7．设Ａ，Ｂ，Ｃ均为n阶矩阵，若ＡＢ＝Ｃ，且Ｂ可逆，则 

（A）矩阵 C 的行向量组与矩阵 A 的行向量组等价． 

（B）矩阵 C 的列向量组与矩阵 A 的列向量组等价． 

（C）矩阵 C 的行向量组与矩阵 B 的行向量组等价． 

（D）矩阵 C 的列向量组与矩阵 B 的列向量组等价． 

【详解】把矩阵 A，C 列分块如下：    nn CA  ,,,,,,, 2121   ，由于ＡＢ＝Ｃ，则可知

),,2,1(2211 nibbb niniii    ，得到矩阵C的列向量组可用矩阵A的列向量组线性表示．同

时由于 B 可逆，即
1CBA ，同理可知矩阵 A 的列向量组可用矩阵 C 的列向量组线性表示，所以矩阵 C

的列向量组与矩阵 A 的列向量组等价．应该选（B）． 

 

8．矩阵

















11

11

a

aba

a

与矩阵

















000

00

002

b 相似的充分必要条件是 

（A） 2,0  ba               （B） 0a ，b 为任意常数 
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（C） 0,2  ba               （D） 2a ，b 为任意常数 

【详解】注意矩阵

















000

00

002

b 是对角矩阵，所以矩阵 A=

















11

11

a

aba

a

与矩阵

















000

00

002

b 相似的充分必要

条件是两个矩阵的特征值对应相等． 

)22)2((

11

11
22 abb

a

aba

a

AE 







 







  

从而可知 bab 222 2  ，即 0a ，b 为任意常数，故选择（B）． 

二、填空题（本题共 6 小题，每小题 4 分，满分 24 分. 把答案填在题中横线上） 

9． 






 




x

x x

x
1

0

)1ln(
2lim         ． 

【详解】 2

1
)(

2

1
(

lim
)1ln(

lim

1

0

1

0

2

22

020
)1ln(

1lim
)1ln(

2lim eee
x

xx

x

x
x

xoxxx

x

xx
x

x

x

x

xx 






 








 







 ． 

10．设函数 dtexf
x

t

 
1

1)( ，则 )(xfy  的反函数 )(1 yfx  在 0y 处的导数 0| y
dy

dx
      ． 

【详解】由反函数的求导法则可知 

1

1

0

1

1

|

1
|










e
dx

dydy

dx

x

y ． 

11．设封闭曲线 L 的极坐标方程为 









66
3cos





r t 为参数，则 L 所围成的平面图形的面积

为             ． 

【详解】
12

cos
3

1
3cos

2

1

2

1
2

0

26

6

26

6

2 








  


dttddrA  

所以．答案为
12


． 

12．曲线上










21ln

arctan

ty

tx
对应于 1t 处的法线方程为              ． 

【详解】当 1t 时， 2ln
2

1
,

4
 yx


， 1|

1

1
1|' 1

2

2

1 



  tt

t

t

t

y ，所以法线方程为 

)
4

(12ln
2

1 
 xy ，也就是 0

4
2ln

2

1



xy ． 
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13．已知
xxxxx xeyxeeyxeey 2

3

2

2

23

1 ,,  是某个二阶常系数线性微分方程三个解，则满足

1)0(',0)0(  yy 方程的解为                ． 

【详解】显然
xeyy 3

31  和
xeyy  32 是对应的二阶常系数线性齐次微分方程两个线性无关的解，由

解的结构定理，该方程的通解为 xxx xeeCeCy 2

2

3

1  ，其中 21,CC 为任意常数．把初始条件代入可得

1,1 21  CC ，所以答案为 xxx xeeey 23   

14 ．设  
ijaA  是三阶非零矩阵， A 为其行列式， ijA 为元素 ija 的代数余子式，且满足

)3,2,1,(0  jiaA ijij ，则 A =              ． 

【详解】由条件 )3,2,1,(0  jiaA ijij 可知 0*  TAA ，其中 *A 为 A 的伴随矩阵，从而可知 

AAAA
T


13** ，所以 A 可能为 1 或 0． 

但由结论

















1)(,0

1)(,1

)(,

)( *

nAr

nAr

nArn

Ar 可知， 0*  TAA 可知 *)()( ArAr  ,伴随矩阵的秩只能为 3，所以

.1A  

三、解答题 

15．（本题满分 10 分） 

当 0x 时， xxx 3cos2coscos1 与
nax 是等价无穷小，求常数 na, ． 

【分析】主要是考查 0x 时常见函数的马克劳林展开式． 

【详解】当 0x 时， )(
2

1
1cos 22 xoxx  ， )(21)()2(

2

1
12cos 2222 xoxxoxx  ，

)(
2

9
1)()3(

2

1
13cos 2222 xoxxoxx  ， 

所以 )(7))(
2

9
1))((21))((

2

1
1(13cos2coscos1 22222222 xoxxoxxoxxoxxxx  ， 

由于 xxx 3cos2coscos1 与
nax 是等价无穷小，所以 2,7  na ． 

16．（本题满分 10 分） 

设 D 是由曲线
3

xy  ，直线 ax  )0( a 及 x 轴所转成的平面图形， yx VV , 分别是 D 绕 x 轴和 y 轴旋转

一周所形成的立体的体积，若 yx VV 10 ，求a 的值． 

【详解】由微元法可知 

 3

5

0

3

2

0

2

5

3
adxxdxyV

aa

x   ； 
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 3

7

0

3

4

0 7

6
2)(2 adxxdxxxfV

aa

y   ； 

由条件 yx VV 10 ，知 77a ． 

17．（本题满分 10 分） 

设平面区域 D 是由曲线 8,3,3  yxxyyx 所围成，求 
D

dxdyx2
． 

【详解】 

3

4168

3

6

2

2
3

3

2

0

2222

21

 
x

x

x

x

DDD

dydxxdydxxdxdyxdxdyxdxdyx ． 

18．（本题满分 10 分） 

设奇函数 )(xf 在  1,1 上具有二阶导数，且 1)1( f ，证明： 

（1）存在 )1,0( ，使得   1' f ； 

（2）存在 )1,1( ，使得 1)()(   ff ． 

【详解】 

证明：（1）由于 )(xf 为奇函数，则 0)0( f ，由于 )(xf 在 1,1 上具有二阶导数，由拉格朗日定理，存

在 )1,0( ，使得 1
01

)0()1(
)(' 






ff
f  ． 

（2）由于 )(xf 为奇函数，则 )(' xf 为偶函数，由（1）可知存在 )1,0( ，使得   1' f ，且   1' f ， 

令 )1)('()(  xfex x ，由条件显然可知 )(x 在  1,1 上可导，且 0)()(   ， 

由罗尔定理可知，存在 )1,1(),(   ，使得   ,0'  即 1)()(   ff ． 

 

19．（本题满分 10 分） 

求曲线 )0,0(133  yxyxyx 上的点到坐标原点的最长距离和最短距离． 

【分析】考查的二元函数的条件极值的拉格朗日乘子法． 

【详解】构造函数 )1(),( 3322  yxyxyxyxL   

令



























1

0)3(2

0)3(2

33

2

2

yxyx

xyy
y

L

yxx
x

L





，得唯一驻点 1,1  yx ，即 )1,1(1M ． 

考虑边界上的点， )0,1(),1,0( 32 MM ； 
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距离函数 22),( yxyxf  在三点的取值分别为 1)0,1(,1)1,0(,2)1,1(  fff ， 

所以最长距离为 2 ，最短距离为 1． 

20．（本题满分 11） 

设函数
x

xxf
1

ln)(   

⑴求 )(xf 的最小值； 

⑵设数列 nx 满足 1
1

ln
1


n

n
x

x ，证明极限 n
n

x


lim 存在，并求此极限． 

【详解】 

（1）
22

111
)('

x

x

xx
xf


 ， 

令 0)(' xf ，得唯驻点 1x ， 

当 )1,0(x 时， 0)(' xf ，函数单调递减；当 ),1( x 时， 0)(' xf ，函数单调递增． 

所以函数在 1x 处取得最小值 1)1( f ． 

（2）证明：由于 1
1

ln
1


n

n
x

x ，但 1
1

ln 
n

n
x

x ，所以
nn xx

11

1




，故数列 nx 单调递增． 

又由于 1
1

lnln
1


n

nn
x

xx ，得到 exn 0 ，数列 nx 有界． 

由单调有界收敛定理可知极限 n
n

x


lim 存在． 

令 axn
n




lim ，则 1
1

ln
1

lnlim
1














 a

a
x

x
n

n
n

，由（1）的结论可知 1lim 


axn
n

． 

21．（本题满分 11） 

设曲线 L 的方程为 )1(ln
2

1

4

1 2 exxxy  ． 

（1）求 L 的弧长． 

（2）设 D 是由曲线 L，直线 exx  ,1 及 x 轴所围成的平面图形，求 D 的形心的横坐标． 

【详解】 

（1）曲线的弧微分为 dx
x

xdx
x

xdxydx )
1

(
2

11

4

1
1'1 2 








 ， 

所以弧长为
4

1
)

1
(

2

1 2

1


 

e
dx

x
xdss

e

． 



 7 

（2）设形心坐标为  yx, ， 

则
)7(4

)32(3

12

7

16

32

3

24

3

24

ln
2

1

4

1

01

ln
2

1

4

1

01

2

2
























e

ee

e

ee

dydx

dyxdx

dxdy

xdxdy

x
xx

xxe

D

D ． 

 

22．本题满分 11 分） 

设 


















b
B

a
A

1

10
,

01

1
，问当 ba, 为何值时，存在矩阵 C，使得 BCAAC  ，并求出所有矩阵 C． 

【详解】 

显然由 BCAAC  可知，如果 C 存在，则必须是 2 阶的方阵．设 









43

21

xx

xx
C ， 

则 BCAAC  变形为 





















baxxxxx

axxaxaxx

1

10

32431

42132
， 

即得到线性方程组





















baxx

xxx

axxax

axx

32

431

421

32

1

1

0

，要使 C 存在，此线性方程组必须有解，于是对方程组的增广矩

阵进行初等行变换如下 

 



























































b

a

a

ba

aa

a

bA

0000

10000

0010

11101

010

11101

101

0010

| ， 

所以，当 0,1  ba 时，线性方程组有解，即存在矩阵 C，使得 BCAAC  ． 

此时，  



















 



00000

00000

00110

11101

| bA ， 

所以方程组的通解为


























































































1

0

0

1

0

1

1

1

0

0

0

1

21

4

3

2

1

CC

x

x

x

x

x ，也就是满足 BCAAC  的矩阵 C 为 








 


21

1211

CC

CCC
C ，其中 21,CC 为任意常数． 

23（本题满分 11 分） 
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设二次型 2

332211

2

332211321 )()(2),,( xbxbxbxaxaxaxxxf  ．记




































3

2

1

3

2

1

,

b

b

b

a

a

a

 ． 

（1）证明二次型 f 对应的矩阵为 
TT  2 ； 

（2）若  , 正交且为单位向量，证明 f 在正交变换下的标准形为 
2

2

2

12 yy  ． 

【详解】证明：（1） 

       

     

  


























































































































3

2

1

321

3

2

1

321

3

2

1

321

3

2

1

321

3

2

1

321

3

2

1

321

3

2

1

321

2

332211

2

332211321

2,,

,,2,,

,,,,,,,,2

)()(2),,(

x

x

x

xxx

x

x

x

xxx

x

x

x

xxx

x

x

x

bbb

b

b

b

xxx

x

x

x

aaa

a

a

a

xxx

xbxbxbxaxaxaxxxf

TT

TT




 

所以二次型 f 对应的矩阵为 
TT  2 ． 

证明（2）设 A TT  2 ，由于 0,1   T
 

则    222
2

 TTTA ，所以 为矩阵对应特征值 21  的特征向量； 

   
2

22 TTTA ，所以  为矩阵对应特征值 12  的特征向量； 

而矩阵 A 的秩 2)()2()2()(  TTTT rrrAr  ，所以 03  也是矩阵的一个特征值． 

故 f 在正交变换下的标准形为 
2

2

2

12 yy  ． 


