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2002年全国硕士研究生入学统一考试 

理工数学一试题详解及评析 

 
一、填空题 

（1） 2lne

dx
x x

+∞
=∫      . 

【答】  1. 

【详解】 

( )2

1 0 1 1.
ln ln |ee

dx
x x x

+∞ +∞
= − = − − =∫  

（2）已知函数 ( )y y x= 由方程
26 1 0ye xy x+ + − = 确定，则 ( )'' 0y =      . 

【答】  －2. 

【详解】 

将方程两边对 x求导，视 y为 x的函数，得 

         ' '6 6 2 0,ye y xy y x+ + + =                                            （1） 

再对 x求导， y， 'y 均视为 x的函数，得 

         ( )2'' ' '' '6 12 2 0,y ye y e y xy y+ + + + =                                  （2） 

当 0x = 时，由原方程知 0,y = 再以 0x = ， 0y = 代入（1）式中得 ( )' 0y = 0，再代入（2）

式中得 ( )'' 0y =－2. 

（3）微分方程 '' '2 0yy y+ = 满足初始条件
'

0 0

11,
2| |x x

y y
= =
= = 的特解是     . 

【答】   1y x= + 或
2 1y x= +  

【详解】 

令
'y p= ，则 

        
'

'' ,dy dp dp dy dpy p
dx dx dy dx dy

= = = = =  

原方程可化为 

        2 0dyyp p
dp

+ =  

于是   0p = 或 0dyyp p
dp

+ =  
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前者显然不满足初始条件
'

0

1
2|x

y
=
= ，因此必有 0dyyp p

dp
+ = ，积分得 

           1,py C= 即 1.
dyy C
dx

=  

由初始条件
'

0 0

11,
2| |x x

y y
= =
= = 得 1

1
2

C = ，于是 

1 ,
2

dyy
dx

=  

即        
1
2

ydy =  

积分得 

        2
2.y x C= +  

再由初始条件
0

1|x
y

=
= ，得 2 1C = .故所求特解为 

        2 1y x= +  或 1y x= +  

（ 4）已知实二次型 ( ) ( )2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2 1 3 2 3, , 4 4 4f x x x a x x x x x x x x x= + + + + + 经正文变换

x Py= ，可化标准形
2

16 ,f y= 则 a =      . 

【答】  2. 

【详解 1】二次型 

( ) ( )2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2 1 3 2 3, , 4 4 4f x x x a x x x x x x x x x= + + + + +  

所对应矩阵为

2 2
2 2 ,
2 2

a
A a

a

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

标准形
2

16f y= 所对应矩阵为  

6 0 0
0 0 0 .
0 0 0

B
⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

根据题设知 ,A B为相似矩阵，所以 ,A B的特征值相同，可见 A的三个特征值为 6，0，0.而 

          

( ) ( ) 2

2 2
2 2
2 2

            4 2

a
E A a

a

a a

λ
λ λ

λ

λ λ

− − −
− = − − −

− − −

= − + − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

可见 4 6, 2 0,a a+ = − =  

故有 a = 2 
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【详解 2】 由 ,A B为相似矩阵知，对应特征多项式相同，即 

          E A E Bλ λ− = −  

于是有 

         

2 2 6 0 0
2 2 0 0 ,
2 2 0 0

a
a

a

λ λ
λ λ

λ λ

− − − −
− − − =
− − −

 

即       

( ) ( )

( ) ( )( )

2 3 2

23 2 2 3 2

4 2 6

3 3 4 4 2 6 ,

a a

a a a a

λ λ λ λ

λ λ λ λ λ

− + − − = −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦

− + − − + − = −
 

比较同次幂的系数知     a = 2 

（5）设随机变量 X 服从正态分布 ( )( )2, 0N µ σ σ > ；且二次方程
2 4 0y y X+ + = 无实根的

概率为
1
2
，则µ =      . 

【答】    4 

【详解】   

二次方程
2 4 0y y X+ + = 无实根的充要条件是 4 0X− < .故由条件知有 { } 14

2
P X > =  

于是 

{ } { }1 44 1 4 1
2

4 4  1 1

XP X P X P

XP Y P

µ µ
σ σ

µ µ µ
σ σ σ

− −⎧ ⎫= > = − ≤ = − ≤⎨ ⎬
⎩ ⎭

− − −⎧ ⎫ ⎛ ⎞ ⎧ ⎫= − ≤ = −Φ⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎜ ⎟
⎩ ⎭ ⎝ ⎠ ⎩ ⎭

 

( )
2

2

1

1
2

tx dt

x

e
π

−

−∞

= −Φ

= ∫
 

于是    
4 1 4 0 4.

2
µ µ µ

σ σ
− −⎛ ⎞Φ = ⇒ = ⇒ =⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 

二、选择题 

（1） 考虑二元函数 ( ),f x y 的下面 4条性质： 

① ( ),f x y 在点 ( )0 0,x y 处连续； 

② ( ),f x y 在点 ( )0 0,x y 处的两个偏导数连续； 
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③ ( ),f x y 在点 ( )0 0,x y 处可微； 

④ ( ),f x y 在点 ( )0 0,x y 处的两个偏导数存在. 

若用“ P Q⇒ ”表示可由性质P推出Q，则有 

（A）②⇒③⇒①                                 （B）③⇒②⇒① 

（C）③⇒④⇒①                                 （D）③⇒①⇒④ 

【 】 

【答】  应选（A） 

【详解】  若 ( ),f x y 在点 ( )0 0,x y 处的两个偏导数连续，则 ( ),f x y 在点 ( )0 0,x y 处可微，

而可微又必联系，因此有②⇒③⇒①，故应选（A）. 

（2）设 ( )0 1, 2,3,nu n≠ = " 且 lim 1,
n

n

n
u→∞

= 则级数 ( ) 1

1

1 11
1

n

n n nu u

∞
+

=

⎛ ⎞
− +⎜ ⎟+⎝ ⎠

∑  

发散.                                    

 (A)发散                                     （B）绝对收敛 

（C）条件收敛                                （D）收敛性根据所给条件不能判定. 

【 】 

【答】  应选（C） 

【详解】  lim 1,
n

n

n
u→∞

= 知 

        
1 1lim lim 0,

n n
n n

n
u n u→∞ →∞

= ⋅ =  

又原级数的前n项部分和为 

        
( )

( )

1

1 2 2 3 3 4 1

1

1 1

1 1 1 1 1 1 1 11

1 1   1

n
n

n n

n

n

S
u u u u u u u u

u u

+

+

+

+

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞
= + − + + + + + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= + −

"
 

可见有
1

1lim nn
S

u→∞
= ，因此原级数收敛，排除（A），（D），再考虑 

 ( ) 1

1 1

1 1 1 11
1 1

n

n nn n n nu u u u

∞ ∞
+

= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− + = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑ ∑  

因为 

1

lim lim 1,1
n

n n
n

u n
u

n
→∞ →∞

= =   1

1

1
1lim lim 1,1

1

n

n n
n

u n
u

n

+

→∞ →∞
+

+
= =

+
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所以有
1 1 1

1 1, ,
n nn nu u

∞ ∞

= = +
∑ ∑ 均发散，从而

1

1 1
1n n nu u

∞

=

⎛ ⎞
+⎜ ⎟+⎝ ⎠

∑ 也发散，故级数 ( ) 1

1

1 11
1

n

n n nu u

∞
+

=

⎛ ⎞
− +⎜ ⎟+⎝ ⎠

∑

条件收敛，应选（C） 

（3）设函数 ( )y f x= 在 ( )0,+∞ 内有界且可导，则 

（A） 当 ( )lim 0
x

f x
→+∞

= 时，必有 ( )'lim 0
x

f x
→+∞

=  

（B） ( )'lim
x

f x
→+∞

存在时，必有 ( )'lim 0
x

f x
→+∞

=  

（C） 当 ( )
0

lim 0
x

f x
+→

= 时，必有 ( )'

0
lim 0
x

f x
+→

=  

（D） ( )
0

lim 0
x

f x
+→

= 存在时，必有 ( )'

0
lim 0
x

f x
+→

=  

【 】 

【答】  应选（B） 

【详解 1】   

设 ( )
2sin ,xf x

x
= 则 ( )

0
lim 0
x

f x
+→

= ，所以 ( )f x 在 ( )0,+∞ 内有界，由于 

( )
2 2 2 2

' 2
2 2

2 cos sin sin2cosx x x xf x x
x x
−

= = −  

可见 ( )f x 在 ( )0,+∞ 内可导，但 ( )'lim
x

f x
→+∞

不存在， ( )'

0
lim 1 0
x

f x
+→

= ≠ ，排除（A），（D） 

又设 ( ) sinf x x= ，则 ( )f x 在 ( )0,+∞ 内有界且可导， ( )
0

lim 0
x

f x
+→

=  

但   ( )'

0 0
lim lim cos 1 0
x x

f x x
+ +→ →

= = ≠  

进一步排除（C），故应选（B）. 

【详解 2】 

直接证明（B）正确，用反正法，由题设 ( )'lim
x

f x
→+∞

存在，设 ( )'lim 0,
x

f x A
→+∞

= ≠ 不妨设 0A > ，

则对于
2
Aε = >0，存在 0X > ，当 x X> 时，有 

( )' .
2
Af x A ε− < =  

即  ( )'

2 2 2
A A AA f x A= − < < + ， 

可见 ( )'

2
Af x > ，在区间[ ],X x 上应用拉格朗日中值定理，有 

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )' '

2
Af x f X f x X f X x Xζ= + − > + −  

于是 ，与题设 ( )f x 在 ( )0,+∞ 内有界矛盾，故 ( )'lim 0
x

f x
→+∞

=  
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（4）设有三张不同平面的方程 1 2 3 , 1, 2,3,i i i ia x a y a z b i+ + = = 它们所组成的线性方程组的系

数矩阵与增广矩阵的秩都是 2，则这三张平面可能的位置关系为 

 

【 】 

【答】  应选（B） 

【详解】  由题设，线性方程组 

11 12 13 1

21 22 23 2

31 32 33 3

a x a y a z b
a x a y a z b
a x a y a z b

+ + =⎧
⎪ + + =⎨
⎪ + + =⎩

 

系数矩阵和增广矩阵的秩相等且为 2，由非齐次线性方程组解的判定定理知，此方程有无穷多

组解，即三平面有无穷多个交点，对照四个选项，（A）只有一个交点；（C），（D）无交点，

因此只有（B）复合要求. 

（5）设 1X 和 2X 是任意两个相互独立的连续型随机变量，它们的概率密度分别为 ( )1f x 和

( )2f x ，分布函数分别为 ( )1F x 和 ( )2F x ，则 

（A） ( ) ( )1 2f x f x+ 必为某一随机变量的概率密度. 

（B） ( ) ( )1 2f x f x 必为某一随机变量的概率密度. 

（C） ( ) ( )1 2F x F x+ 必为某一随机变量的分布函数 

（D） ( ) ( )1 2F x F x 必为某一随机变量的分布函数. 

【 】 

【答】  应选（D） 

【详解】  由于 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 22 , 2 1,f x f x dx F F
+∞

−∞
+ = ≠ +∞ + +∞ = ≠⎡ ⎤⎣ ⎦∫ 因此可先排除（A），（C） 

又设 ( )1
, 0

0,    0

xe x
f x

x

−⎧ >
= ⎨

≤⎩
  ， ( )

2

2
2 , 0
0,      0

xe x
f x

x

−⎧ >
= ⎨

≤⎩
 

则    ( ) ( )
3

1 2
2 , 0
0,      0

xe x
f x f x

x

−⎧ >
= ⎨

≤⎩
 

【免费考研网制作PDF版本FreeKaoyan.Com】

免费考研论坛Http://BBS.FreeKaoYan.Com 第 6／15页



FR
EEKAOYAN

显然不满足概率密度函数的要求，进一步排除（B），故应选（D）. 

事实上，可检验 ( ) ( )1 2F x F x 却是满足分布函数的三个条件. 

 

三、设函数 ( )f x 在 0x = 的某邻域内具有一阶连续导数，且 ( ) ( )'0 0, 0 0,f f≠ ≠ 若

( ) ( ) ( )2 0af h bf h f+ − 在 0h → 时是比 h高阶的无穷小，试确定 ,a b的值. 

【详解 1】 

由题设，知 

( ) ( ) ( )
0

2 0
lim 0
h

af h bf h f
h→

+ −
=  

于是 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

lim 2 0 1 0 0.
h

af h bf h f a b f
→

+ − = + − =⎡ ⎤⎣ ⎦  

由于 ( )0 0,f ≠ 故必有 

1 0a b+ − =  

又由洛比达法则，有 

   
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

' '
'

0 0

2 0 2 2
0 lim lim 2 0

1h h

af h bf h f af h bf h
a b f

h→ →

+ − +
= = = +  

因 ( )' 0 0,f ≠ 故 2 0,a b+ =  

于是可解得      2, 1a b= = −  

【详解 2】  由题设条件 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

0

2 0
0 lim

0 2 0 0 0 0
 lim

2

h

h

af h bf h f
h

a f h f b f h f af bf f
h h h

→

→

+ −
=

⎧ ⎫− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤ + −⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦= + +⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

 

若上式右端第 3项分子不为零，则上式得极限不存在，与左边为零矛盾，所以 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 1 0 0af bf f a b f+ − = + − =  

从而 1 0a b+ − = ，于是原式可化为 
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( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

0

0

' '

'

2 0
0 lim

0 2 0
 lim

2

 0 2 0

 2 0

h

h

af h bf h f
h

a f h f b f h f
h h

af bf

a b f

→

→

+ −
=

⎧ ⎫− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦= +⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

= +

= +

 

有 2 0a b+ = ， 

解得 2, 1a b= = −  

 

四、已知两曲线 ( ) 2arctan

0
,

x ty f x y e−= = ∫ 在点 ( )0,0 处的切线相同，写出此切线方程，并求

极限
2lim

n
nf

n→∞

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

【详解】  由已知条件得 ( )0 0f = ，且 

( )
( )2arctan

'
2 0

0 1,
1 |

x

x

ef
x

−

=
= =

+
 

故所求切线方程为 ,y x= 则 

          
( )

( )'

2 0
2lim lim 2 2 0 2.2n n

f f
nnf f

n
n

→∞ →∞

⎛ ⎞ −⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎝ ⎠= ⋅ = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 

五、计算二重积分
( )2 2max , ,x y

D

e dxdy∫∫ 其中 ( ){ }, | 0 1,0 1D x y x y= ≤ ≤ ≤ ≤  

【详解】设  

 
( ){ }
( ){ }

1

2

, | 0 1,0

, | 0 1, 1

D x y x y x

D x y x x y

= ≤ ≤ ≤ ≤

= ≤ ≤ ≤ ≤
 

于是 

           

( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2

1 2

2 2 2 2

1 1

2 2

max , max , max ,

1 1

0 0 0 0

1 1

0 0

                        

                        1

x y x y x y

D D D

x yx y x y

D D

x y

e dxdy e dxdy e dxdy

e dxdy e dxdy dx e dy dy e dx

xe dx ye dy e

= +

= + = +

= + = −

∫∫ ∫∫ ∫∫

∫∫ ∫∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫
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六、设函数 ( )f x 在 ( ),−∞ +∞ 内具有一阶连续导数， L是上半平面 ( )0y > 内的有向分段光

滑曲线，其起点为 ( ),a b ，终点为 ( ),c d ，记 

( ) ( )2 2
2

1 1 1
L

xI y f xy dx y f xy dy
y y
⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + + −⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫  

（1） 证明曲线积分 I 与路径 L无关； 

（2） 当 ab cd= 时，求 I 的值. 

【详解】（1）因为 

( ) ( ) ( )

( )

2 '
2 2

2

11

1                                   1

x y f xy f xy xyf xy
x y y

y f xy
y y

⎧ ⎫∂ ⎡ ⎤− = − +⎨ ⎬⎣ ⎦∂ ⎩ ⎭
⎧ ⎫∂ ⎡ ⎤= +⎨ ⎬⎣ ⎦∂ ⎩ ⎭

 

在上半平面处成立，所以在上半平面内曲线积分 I 与路径 L无关； 

（2）由于 I 与路径无关，故可取积分路径 L为由点 ( ),a b 到点 ( ),c b 再到点 ( ),c d 的折线段，

于是有 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

2 2
2

1 1 1

  

  

  

c d

a b

c d

a b

bc ad

ab bc

ad

ab

cI b f bx dx y f cy dy
b y

c a c cbf bx dx cf cy dy
b d b

c a f t dt f t dt
d b
c a f t dt
d b

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + + −⎣ ⎦ ⎣ ⎦

−
= + + + −

= − + +

= − +

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫

 

当 ab cd= 时， ( ) 0,
ad

ab
f t dt =∫ 由此得 

c aI
d b

= −  

 

七、（1）验证函数 ( ) ( ) ( )
3 6 9 3

1
3! 6! 9! 3 !

nx x x xy x x
n

= + + + + + + −∞ < < +∞" " 满足微分方程

'' ' ;xy y y e+ + =  

（2） 利用（1）的结果求幂级数
( )

3

0 3 !

n

n

x
n

∞

=
∑ 的和函数. 

【详解】（1）因为 
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( ) ( )

( ) ( )

3 6 9 3

2 5 8 3 1
'

1 ,
3! 6! 9! 3 !

,
2! 5! 8! 3 1 !

n

n

x x x xy x
n

x x x xy x
n

−

= + + + + + +

= + + + + +
−

" "

" "
 

( ) ( )
4 7 3 2

'' ,
4! 7! 3 2 !

nx x xy x x
n

−

= + + + + +
−

" "  

于是 

    
2 3

'' ' 1 ;
2! 3!

xx xy y y x e+ + = + + + + ="  

（2）对应齐次微分方程 '' ' 0y y y+ + = 的特征方程为 

   2 1 0λ λ+ + =  

特征根是 1,2
1 3
2 2

iλ = − ± ，由于 1a = 不是特征根，可设非齐次微分方程的特解为 

    * xy Ae=  

将
*y 代入方程 '' 'y y y+ + = xe 得 1 ,

3
A = 于是

* 1
3

xy e=  

故非齐次微分方程得通解为 

    2 2
1 2

1 3 3cos sin
3 2 2

x x
xy e C e x C e x

− −
= + +  

又显然 ( )y x 满足初始条件 ( ) ( )'0 1, 0 0.y y= =  

代入上式得    1 2
2 , 0.
3

C C= =  

故所求幂级数的各函数为 

   ( )21 2 3cos
3 3 2

x
xy e e x x

−
= + −∞ < < +∞  

 

八、设有一小山，取它的底面所在的平面为 xOy坐标面，其底部所占的区域为 

( ){ }2 2, | 75D x y x y xy= + − ≤ ，小山的高底函数为 ( ) 2 2, 75h x y x y xy= − − + . 

（1）设 ( )0 0,M x y 为区域D上一点，问 ( ),h x y 在该点沿平面上什么方向的方向导数最大？

若记此方向导数的最大值为 ( )0 0,g x y ，试写出 ( )0 0,g x y 的表达式.  

（2）现欲利用此小山开展攀岩活动，为此需要在山脚寻找一上山度最大的点作为攀登的起点，
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也就是说，要在D的边界线 2 2 75x y xy+ − = 上找出使 ( ),g x y 达到最大值的点，试确定攀登

起点的位置. 

【详解】 

（1）根据梯度与方向导数的关系知，沿梯度方向导数值最大，且其值为 

( ) ( ) ( )

( ) ( )
0 0 0 0 0 0

2 2
0 0 0 0

2 2
0 0 0 0

, 2 2

              2 2

              5 5 8

Mg x y gradh y x i x y j

y x x y

x y x y

= = − + −

= − + −

= + −

 

（2）由题设，问题转化为求 ( )0 0,g x y ＝
2 2

0 0 0 05 5 8x y x y+ − 下的最大值，为了求偏导方便

起见，令 ( ) ( )2 2 2, , 5 5 8f x y g x y x y xy= = + − ，构造拉格朗日函数 

     ( ) ( ) ( )2 2, , , 5 5 8F x y f x y x y xyλ λ= + + −  

     

( )

( )

2 2

10 8 2 0                                                  (1)

10 8 2 0                                                  (2)

75 0                                    

F x y y x
x
F x y y x
y
F x y xy

λ

λ

λ

∂
= − + − =

∂
∂

= − + − =
∂
∂

= + − − =
∂

                     (3)

 

（1）与（2）相加得 

                   ( )( )2 0.x y λ+ − =  

从而得 ,y x= − 或 2λ =  

若 2λ = ，由（1）得 y x= ，再由（3）得    

 5 3, 5 3x y= ± = ±  

若 ,y x= − 由（3）得 5, 5x y= ± = ∓  

于是得到 4个可能极值点： 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 45, 5 ; 5,5 ; 5 3,5 3 ; 5 3, 5 3 .M M M M− − − −  

分别计算，有 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4450; 150.f M f M f M f M= = = =  

可见点 1M 或 2M 可作为攀登的起点. 

 

九、已知 4阶方阵 ( )1 2 3 4, , ,A α α α α= 1 2 3 4, , ,α α α α 均为 4维列向量，其中 2 3 4, ,α α α 线性无
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关， 1 2 32α α α= − ，如果 1 2 3 4β α α α α= + + + ，求线性方程组 Ax β= 的通解. 

【详解 1】 

令

1

2

3

4

x
x

x
x
x

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

，则由， 

得   1 1 2 2 3 3 4 4 1 2 3 4x x x xα α α α α α α α+ + + = + + + ， 

将 1 2 32α α α= − 代入上式，整理后得 

( ) ( ) ( )1 2 2 1 3 3 4 42 3 1 0x x x x xα α α+ − + − + + − =  

由 2 3 4, ,α α α 线性无关，知     

  
1 2

1 3

4

2 3 0
0

1 0

x x
x x
x

+ − =⎧
⎪ − + =⎨
⎪ − =⎩

 

解此方程组，得 

0 1
3 2

,
0 1
1 0

x k

⎧ ⎫ ⎧ ⎫
⎪ ⎪ ⎪ ⎪−⎪ ⎪ ⎪ ⎪= +⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭

其中 k为任意常数. 

【详解 2】 

由 2 3 4, ,α α α 线性无关和 1 2 3 42 0α α α α= − + ，知 A的秩为 3，因此 0Ax = 的基础解系中只包

含一个向量. 

由 1 2 3 42 0 0α α α α− + + = ，知

1
2

1
0

⎧ ⎫
⎪ ⎪−⎪ ⎪
⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎪ ⎪⎩ ⎭

为齐次线性方程组 0Ax = 的一个解, 

所以其通解为 

           

1
2

,
1
0

x k

⎧ ⎫
⎪ ⎪−⎪ ⎪= ⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎪ ⎪⎩ ⎭

k为任意常数.  
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再由 ( )1 2 3 4 1 2 3 4

1 1
1 1

, , ,
1 1
1 1

Aβ α α α α α α α α

⎧ ⎫ ⎧ ⎫
⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎪ ⎪ ⎪ ⎪= + + + = =⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭

，知

1
1
1
1

⎧ ⎫
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎪ ⎪⎩ ⎭

为非齐次线性方程组

Ax β= 的一个特解, 

于是 Ax β= 的通解为 

           

1 1
1 2

,
1 1
1 0

x k

⎧ ⎫ ⎧ ⎫
⎪ ⎪ ⎪ ⎪−⎪ ⎪ ⎪ ⎪= +⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭

其中 k为任意常数.  

 

十、设 ,A B为同阶方阵， 

(1)如果 ,A B相似，试证 ,A B的特征多项式相等； 

(2)举一个二阶方阵的例子说明（1）的逆命题不成立； 

(3)当 ,A B均为实对称矩阵时，试证（1）的逆命题成立. 

【详解】（1）若 ,A B相似，则存在可逆矩阵 ,P 使得 1P AP B− = ,故 

( )1 1

1             

             

E B E P AP P E A P

P E A P

E A

λ λ λ

λ

λ

− −

−

− = − = −

= −

= −

 

（2）令
1 1 1 1

,
0 1 0 1

A B⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

则 

E Aλ − ＝ E Bλ − ＝ ( )21λ −  

但 ,A B不相似，否则，存在可逆矩阵 ,P 使得 1 1 ,B P AP P P E− −= = = 矛盾. 

（3）由 ,A B均为实对称矩阵知， ,A B均象素于对角阵，若 ,A B得特征多项式相等，记特征

多项式得根为 1, , nλ λ" ，则有 

1 1

1 1~ , ~

n n

A B

λ λ
λ λ

λ λ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

% %
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即存在可逆矩阵 ,P Q ,使 

           

1

11 1

n

P AP Q BQ

λ
λ

λ

− −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥= =
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

%
 

于是 ( ) ( )11 1 .PQ A PQ B
−− − =  

故 ,A B为相似矩阵. 

 

十一、设随机变量 X 的概率密度为 

( )
1 cos ,0
2 2

0,            

x x
f x

π⎧ ≤ ≤⎪= ⎨
⎪⎩ 其他

，对 X 独立地重复观察 4 次，用Y 表示观察值大于
3
π
的次数，

求
2Y 的数学期望. 

【详解】 因为 

( )3

3

3
0

1 1
3 3

1                  1 cos
2 2

1                  1 sin
2 2|

P X P X f x dx

xdx

x

π

π

π

π π
−∞

−∞

⎧ ⎫ ⎧ ⎫> = − ≤ = −⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎩ ⎭ ⎩ ⎭

= −

= − =

∫

∫  

所以
1 1~ ,
4 2

Y B ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

，从而 

( )

( ) ( )

14 2,
2

1 11 4 1 1,
2 2

E Y np

D Y np p

= = ⋅ =

⎛ ⎞= − = ⋅ ⋅ − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

故                  ( ) ( ) ( ) 22 21 2 5E Y D Y E Y= + = + =⎡ ⎤⎣ ⎦  

 

十二、设总体 X 的概率分布为 

 

X  0 1 2 3 

P  2θ  ( )2 1θ θ−  2θ  1 2θ−  
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其中
10
2

θ θ⎛ ⎞< <⎜ ⎟
⎝ ⎠

是未知参数，利用总体 X 的如下样本值 3，1，3，0，3，1，2，3，求θ的

矩估计值和最大似然估计值. 

【详解】 

( ) ( ) ( )2 20 1 2 1 2 3 1 2 3 4E X θ θ θ θ θ θ= × + × − + × + × − = −  

( )1 3 1 3 0 3 1 2 3 2
8

x = × + + + + + + + =  

令 ( ) ,E X x=  

即                      3 4 2,θ− =  

得θ的矩估计值为        
1
4

θ =  

对于给定的样本值，似然函数为 

         

( ) { }
( ) ( )

( ) ( )

1 2 3 4 5 6 7 8

2 42 2

2 46

3, 1, 3, 0, 3, 1, 2, 3

        2 1 1 2

        4 1 1 2

L P X X X X X X X Xθ

θ θ θ θ θ

θ θ θ

= = = = = = = = =

= − −⎡ ⎤⎣ ⎦

= − −

 

则 

         ( ) ( ) ( )ln ln 4 6ln 2ln 1 4ln 1 2 ,L θ θ θ θ= + + − + −  

那么 

             
( )( )

2ln 6 2 8 6 28 24
1 1 2 1 1 2

d
d
θ θ θ
θ θ θ θ θ θ θ

− +
= − − =

− − − −
 

令
ln 0,d
d
θ
θ

= 解得 ( )1,2
1 7 13 ,

12
θ = ±  

但 ( )1 17 13
12 2

θ = + > ，不合题意， 

故θ的最大似然估计值        

( )1 7 13
12

θ = +  

 

【免费考研网制作PDF版本FreeKaoyan.Com】

免费考研论坛Http://BBS.FreeKaoYan.Com 第 15／15页




