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2008年研究生入学考试数学一试题及分析 

 
一、选择题：1～8小题，每小题 4分，共 32分. 在每小题给出的四个选项中，只有一项符
合题目要求，把所选项前的字母填在题后的括号内. 

（1）设函数 ( ) ( )
2

0
ln 2 d

x
f x t t= +∫ ，则 ( )f x′ 的零点个数为 

（A）0    （B）1  （C）2  （D）3     [     ] 
【分析】本题考查变上限积分求导. 

【详解】令 ( ) ( )22 ln 2 0f x x x′ = + = ，得 0x = ，故选（B）. 

【评注】以下是变上限积分求导的推论： 

设函数 ( )f x 在[ , ]a b 上连续，函数 ( )xϕ 可导，
( )

( ) ( )d
x

a
F x f t t

ϕ
= ∫ ，则 

( ) ( ( )) ( )F x f x xϕ ϕ′ ′= . 

类似例题见 08版《数学复习指南》（理工类）P84【例 3.31】. 
 

（2）函数 ( ), arctan xf x y
y

= 在点 ( )0,1 处的梯度等于 

（A） i    （B） i−   （C） j   （D） j−     [     ] 
【分析】本题考查梯度的计算. 

【详解】 ( ) ( ) ( )0,1 0,1

arctan arctan
grad ,

x x
y yf x y i j

x y

⎛ ⎞∂ ∂⎜ ⎟
⎜ ⎟= +

∂ ∂⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

( )

2

0,12 2

1

1 1

x
y yi j i
x x
y y

⎛ ⎞
⎜ ⎟−
⎜ ⎟= + =⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟+ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

. 

         故选（A）. 

【评注】函数 ( ),u f x y= 的梯度为grad u uu i j
x y
∂ ∂

= +
∂ ∂

.         

完全类似例题见 08版《数学复习指南》（理工类）P302【例 11.22】. 
 

（3）在下列微分方程中，以 1 2 3e cos 2 sin 2xy C C x C x= + + （ 1 2 3, ,C C C 是任意常数）为

通解的是 
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（A） 4 4 0y y y y′′′ ′′ ′+ − − =     （B） 4 4 0y y y y′′′ ′′ ′+ + + =  

（C） 4 4 0y y y y′′′ ′′ ′− − + =      （D） 4 4 0y y y y′′′ ′′ ′− + − =      [     ] 

【分析】本题已知微分方程的通解，反求微分方程的形式，一般根据通解的形式分析出特征

值，然后从特征方程入手. 

【详解】因为 1 2 3e cos 2 sin 2xy C C x C x= + + （ 1 2 3, ,C C C 是任意常数）为通解， 

        所以微分方程的特征值为1, 2i± . 于是特征方程为 ( )( )( )1 2 2 0i iλ λ λ− − + = ，即

3 2 4 4 0λ λ λ− + − = . 

        故微分方程为 4 4 0y y y y′′′ ′′ ′− + − = ，故选（D）. 

【评注】本题考查微分方程解的结构. 因为常系数齐次线性微分方程与其特征方程一一对
应，所以本题的关键是要能够从所给的解中分析出特征方程的根. 

       
完全类似例题见 08 版《数学复习指南》（理工类）P144【例 5.17】，文登强化班讲

义《高等数学》第 7讲【例 9】，【例 10】. 
 

 

（4）设函数 ( )f x 在 ( ),−∞ +∞ 内单调有界，{ }nx 为数列，下列命题正确的是 

（A）若{ }nx 收敛，则 { }( )nf x 收敛    （B）若{ }nx 单调，则 { }( )nf x 收敛  

（C）若 { }( )nf x 收敛，则{ }nx 收敛       （D）若 { }( )nf x 单调，则{ }nx 收敛    [     ] 

【分析】利用单调有界数列必收敛. 

【详解】若 { }nx 单调，而由题设可知函数 ( )f x 在 ( ),−∞ +∞ 内单调有界，则 { }( )nf x 单

调有界，故收敛，故选（B） 
【评注】本题为基础题型.  

定理可见各教材和辅导讲义. 
 

（5）设 A为 n阶非零矩阵，E为n阶单位矩阵，若 3A O= ，则 

（A） E A− 不可逆， E A+ 不可逆    （B）E A− 不可逆， E A+ 可逆 
（C） E A− 可逆，E A+ 可逆        （D） E A− 可逆，E A+ 不可逆     [     ] 

【分析】从
3A O= 入手. 

【详解】 ( )( )3 3 2A O A E E A E A A E E= ⇒ + = ⇒ + − + = ，所以 A E+ 可逆， 

      ( )( )3 3 2A O A E E E A A A E E= ⇒ − = − ⇒ − + + = ，所以 E A− 可逆， 
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      故选（C）. 
 
【评注】也可这么求解： 

A是幂零矩阵，只有零是其特征值，所以 1± 不是其特征值，故 E A− 和E A+ 都可逆 .      
完全类似例题见 08 版《数学复习指南》（理工类）P367【例 2.27】，文登强化班讲

义《线性代数》第 2讲【例 4】. 
 

（6）设 A为 3阶实对称矩阵，如果二次曲面方程 ( ), , 1
x

x y z A y
z

⎡ ⎤
⎢ ⎥ =⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

在正交变换下的标准方

程的图形如图所示，则 A的正特征值的个数为 

 
（A） 0   （B）1  （C）2  （D）3     [     ] 
【分析】由图可看出此二次曲面为旋转双叶双曲面. 

【详解】旋转双叶双曲面的标准形式为
2 2 2

2 2 2 1x y z
a b b

− − = ，所以 A的正特征值的个数为 1，

故选（B）. 
 
【评注】本题为一道线性代数与空间解析几何的综合题，关键要记住标准二次曲面的方程和

图形.         
标准二次曲面的方程和图形见 08版《数学复习指南》（理工类）P227. 

 

（7）随机变量 ,X Y 独立同分布，且 X 的分布函数为 ( )F x ，则 { }max ,Z X Y= 的分布函

数为 

（A） ( )2F z              （B） ( ) ( )F x F y    

（C） ( ) 2
1 1 F x− −⎡ ⎤⎣ ⎦       （D） ( ) ( )1 1F x F y− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦                  [     ] 

【分析】本题考查二维随机变量函数的分布，利用定义并结合 ,X Y 独立性进行计算. 

【详解】 { } { }{ }max ,P Z z P X Y z< = <  

{ } { } { } ( )2,P X z Y z P X z P Y z F z= < < = < < = ，故选（A）. 
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【评注】本题为基础题型.         
结论见《数学复习指南》（理工类）P512表 7；几乎相同题目见《数学复习指南》（理

工类）P528第三篇第二章习题 2（6）. 
 

（8）随机变量 ( )0,1X N∼ ， ( )1, 4Y N∼ ，则相关系数 1XYρ =  

（A） { }2 1 1P Y X= − − =     （B） { }2 1 1P Y X= − =  

（C） { }2 1 1P Y X= − + =     （D） { }2 1 1P Y X= + =      [     ] 

【分析】本题已知两个随机变量的相关系数和分布，考查两个变量的关系，应从 1XYρ = 入

手. 

【详解】显然，1 XY
EXEY EXY

DXDY
ρ −

= = ，可知 ,X Y 正相关，排除（A）（C），将（B）（D）

代入后，可知应选（D）. 

【评注】由 ( )1, 4Y N∼  可知 ( )1 0,1
2

Y N− ∼ ，也可推得（D）入选.        

类似习题见 08版《数学复习指南》（理工类）P529精选习题二 2（10）. 
 
二、填空题：9～14小题，每小题 4分，共 24分. 把答案填在题中横线上. 

（9）微分方程 0xy y′ + = 满足条件 ( )1 1y = 的解 y = __________. 

【分析】本题为变量可分离方程. 

【详解】
10 yxy y

y x
′

′ + = ⇒ = − ，两边积分得
Cy
x

= ，将 ( )1 1y = 代入得 1C = ， 

故
1y
x

= . 

【评注】本题为基础题型.         
类似例题见 08 版《数学复习指南》（理工类）P129【例 5.1】 【例 5.3】，文登强化班

讲义《高等数学》第 7讲【例 1】 
 

（10）曲线 ( ) ( )sin lnxy y x x+ − = 在点 ( )0,1 处的切线方程是__________. 

【分析】本题实质上为隐函数方程求导. 

【详解】 ( ) ( )sin lnxy y x x+ − = 两边对 x求导得 

( )( ) 1cos 1yxy y xy
y x
′ −′+ + =
−

，则 ( )0,1 1y′ = ，所以切线方程为 

            1y x− = ，即 1y x= + . 
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【评注】注意隐函数求导时记住 y是 x的函数.         
类似例题见 08版《数学复习指南》P48（理工类）【例 2.20】，精选习题二 1（9）. 

 

（11）已知幂级数 ( )
0

2 n
n

n
a x

∞

=

+∑ 在 0x = 处收敛，在 4x = − 处发散，则幂级数 ( )
0

3 n
n

n
a x

∞

=

−∑

的收敛域为________. 
【分析】本题考查关于幂级数收敛域特征的阿贝尔定理. 由题中条件可知，该幂级数收敛区
间的对称点为 2x = − ，再结合已知条件进行推导. 

【详解】因为幂级数 ( )
0

2 n
n

n
a x

∞

=

+∑ 收敛区间的对称点为 2x = − ，又由题设可知该级数在

0x = 处收敛，在 4x = − 处发散，即级数
0

2n
n

n
a

∞

=
∑ 收敛， ( )

0
2 n

n
n

a
∞

=

−∑ 发散，从而幂级数

0

n
n

n
a x

∞

=
∑ 的收敛域为 ( ]2, 2− ， 

        故幂级数 ( )
0

3 n
n

n
a x

∞

=

−∑ 的收敛域为 ( ]2 3, 2 3− + + ，即 ( ]1,5 . 

【评注】阿贝尔定理：设级数
0

n
n

n
a x

∞

=
∑ 在 0 ( 0)x x= ≠ 处收敛，则对于满足不等式 0x x< 的

一切 x，级数
0

n
n

n
a x

∞

=
∑ 绝对收敛；设级数

0

n
n

n
a x

∞

=
∑ 在 0 ( 0)x x= ≠ 发散，则对于满足

不等式 0x x> 的一切 x，级数
0

n
n

n
a x

∞

=
∑ 发散. 

         
类似例题见 08版《数学复习指南》（理工类）精选习题七（7） 

 

（12）设曲面Σ是 2 24z x y= − − 的上侧，则
2d d d d d dxy y z x z x x x y

Σ

+ + =∫∫          

【分析】利用高斯公式即可. 

【详解】添加曲面
2 2

1 : 0, 4z x yΣ = + ≤ ，下侧，则 

          2d d d d d dxy y z x z x x x y
Σ

+ +∫∫  

1 1

2 2d d d d d d d d d d d dxy y z x z x x x y xy y z x z x x x y
Σ+Σ Σ

= + + + + +∫∫ ∫∫w  

( )
1 1

2 2 21d d d d d 0 d d
2

y x y z x x y x y x y
Ω Σ Σ

= + = + +∫∫∫ ∫∫ ∫∫  

【免费考研网制作PDF版本FreeKaoyan.Com】

免费考研论坛Http://BBS.FreeKaoYan.Com 第 5／14页



FR
EEKAOYAN

 —6—

2 2 2

0 0

1 d d 4
2

r r r
π
θ π= ⋅ =∫ ∫ . 

【评注】 d d d 0y x y z
Ω

=∫∫∫ 是因为被积函数关于 y是奇函数，关于 zOx面对称.         

完全类似例题见 08版《数学复习指南》（理工类）P297【例 11.16】，文登强化班讲
义《高等数学》12讲【例 5】 
 

（13）设 A为 2阶矩阵， 1 2,α α 为线性无关的 2维列向量， 1 2 1 20, 2A Aα α α α= = + ，则 A

的非零特征值为          .  
【分析】本题考查矩阵特征值及相似矩阵的性质. 

【详解】 1 2 1 20, 2A Aα α α α= = + ，则 ( ) ( )1 2 1 2

0 2
, ,

0 1
A α α α α

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥

⎣ ⎦
. 

        令 ( )1 2,P α α= ，所以
1 0 2

0 1
P AP B− ⎡ ⎤

= =⎢ ⎥
⎣ ⎦

，即 ,A B相似，有相同的特征值， 

         易求出B的特征值为 0，1，所以 A的非零特征值为 1. 

【评注】也可以这么做. 显然 0是 A的特征值，对应的特征向量为 1α . 

        由 1 2 1 20, 2A Aα α α α= = + 可得 ( ) ( )2 1 1 2 1 22 2 1 2A A Aα α α α α α+ = + = ⋅ + ， 

        因为 1 2,α α 线性无关，所以 1 1 2, 2α α α+ 线性无关. 

        故 1是 A的另一特征值. 
        

类似例题见 08版《数学复习指南》（理工类）【例 5.26】 ，文登强化班讲义《线性
代数》第 5讲【例 15】. 
 

（14）设随机变量 X 服从参数为 1的泊松分布，则 { }2P X EX= =             . 

【分析】先写出服从参数为 1的泊松分布的概率分布，然后求解. 

【详解】服从参数为 1的泊松分布的概率分布为： ( )
1e
!

P X i
i

−

= =  

 而 ( )22 1 1 2EX DX EX= + = + = ， 

         所以 { } { }
1

2 e 12
2 2e

P X EX P X
−

= = = = = . 

【评注】本题考查泊松分布的概率分布和数字特征. 请记住 

( ) : ( ) e , 0,1,2,
!

k

X P P X k k
k

λλλ −= = =∼ "； EX DX λ= = . 
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相关结论见 08版《数学复习指南》（理工类）第三篇第二章和第三章中的知识点精讲. 
 
三、解答题：15～23小题，共 94分. 解答应写出文字说明、证明过程或演算步骤. 
（15） (本题满分 9分) 

求极限
( )

40

sin sin sin sin
lim
x

x x x
x→

−⎡ ⎤⎣ ⎦ . 

【分析】利用等价无穷小代换和洛必达法则即可. 

【详解】
( ) ( )

4 30 0

sin sin sin sin sin sin sin
lim lim
x x

x x x x x
x x→ →

−⎡ ⎤ −⎣ ⎦ =  

( )
20

cos cos sin cos
lim

3x

x x x
x→

− ⋅
=  

( )
20

cos 1 cos sin
lim

3x

x x
x→

−⎡ ⎤⎣ ⎦=  

( )
2

2 20 0

1 sin1 cos sin 12lim lim
3 3 6x x

xx
x x→ →

−
= = = . 

【评注】本题为基础题型.         
类似例题见 08版《数学复习指南》（理工类）P25【例 1.24】，文登强化班讲义《高

等数学》第 1讲【例 17】. 
 
（16） (本题满分 9分) 

计算曲线积分 ( )2sin 2 d 2 1 d
L

x x x y y+ −∫ ，其中 L是曲线 siny x= 上从点 ( )0,0 到点 ( ),0π

的一段. 
【分析】本题考查曲线积分的计算.，利用将路径表达式可直接代入被积式中的特点简化运
算. 

【详解】 ( )2sin 2 d 2 1 d
L

x x x y y+ −∫  

( )2

0
sin 2 d 2 1 sin cos dx x x x x x

π
= + −∫  

2

0 0 0
sin 2 d sin 2 d sin 2 dx x x x x x x

π π π
= + −∫ ∫ ∫  

2

0
sin 2 dx x x

π
= ∫ 2

0

1 d cos 2
2

x x
π

= − ∫  

2
2

0 0

1 1cos 2 2 cos 2 d
2 2 2

x x x x x
ππ π

= − + = −∫ . 

【评注】本题为基础题型.        
类似例题见 08 版《数学复习指南》（理工类）P288【例 11.3】 ，文登强化班讲义

《高等数学》第 12讲【例 5】，【例 6】. 
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（17） (本题满分 11分) 

已知曲线

2 2 22 0
:

3 5
x y z

C
x y z

⎧ + − =
⎨

+ + =⎩
，求曲线C距离 xOy面最远的点和最近的点. 

【分析】设 ( ), ,x y z 为曲线C上的任意一点，则 ( ), ,x y z 到 xOy面的距离为 z . 

【详解】设曲线

2 2 22 0
:

3 5
x y z

C
x y z

⎧ + − =
⎨

+ + =⎩
上的任意一点为 ( ), ,x y z ，则 ( ), ,x y z 到 xOy面的距

离为 z ，等价于求函数 2H z= 在条件
2 2 22 0x y z+ − = 与 3 5x y z+ + = 下的最大值点和

最小值点. 

         设 ( ) ( ) ( )2 2 2 2, , , , 2 3 5F x y z z x y z x y zλ µ λ µ= + + − + + + − . 

由 

2 2 2

2 0

2 0

2 4 3 0

2 0
3 5

x

y

z

F x

F y

F z z

x y z
x y z

λ µ

λ µ

λ µ

⎧ ′ = + =
⎪
⎪ ′ = + =
⎪
⎪ ′ = − + =⎨
⎪ + − =⎪
⎪ + + =
⎪⎩

 

         解之得

1
1
1

x
y
z

=⎧
⎪ =⎨
⎪ =⎩

，

5
5

5

x
y
z

= −⎧
⎪ = −⎨
⎪ =⎩

. 

        根据几何意义，曲线C上存在距离 xOy面最远的点和最近的点，故所求点依次为

( )5, 5,5− − 和 ( )1,1,1 . 

【评注】本题实质为求多元函数的最值. 因为 ( ), ,x y z 满足
2 2 22 0

:
3 5

x y z
C

x y z
⎧ + − =
⎨

+ + =⎩
，所以

2 2
2

2
x yz +

= ，并可由

2 2 22 0
3 5

x y z
x y z

⎧ + − =
⎨

+ + =⎩
消去 z得 

2
2 2 52 0

3
x yx y − −⎛ ⎞+ − =⎜ ⎟

⎝ ⎠
. 

令 ( ) ( )
2

2 2 2 2 5, , 2
3
x yL x y x y x yλ λ

⎛ ⎞− −⎛ ⎞= + + + −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
，也可求得最值. 

类似例题见 08版《数学复习指南》（理工类）P256【例 9.40】，精选习题九 12题，
完全类似例题见文登强化班讲义《高等数学》第 9讲【例 17】.  
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（18）（本题满分 10分） 

设 ( )f x 是连续函数， 

（Ⅰ）利用定义证明函数 ( ) ( )
0

d
x

F x f t t= ∫ 可导，且 ( ) ( )F x f x′ = ； 

（Ⅱ）当 ( )f x 是以 2为周期的周期函数时，证明函数 ( ) ( ) ( )
2

0 0
2 d d

x
G x f t t x f t t= −∫ ∫ 也

是以 2为周期的周期函数. 
【分析】（Ⅰ）利用积分中值定理可证；（Ⅱ）利用（Ⅰ）的结论. 

【详解】（Ⅰ）若 ( )0,x∈ +∞ ，设 x获得增量 x∆ ，使得 (0, )x x+ ∆ ∈ +∞ ，则 ( )F x 在 x x+ ∆

出的函数值为 ( ) ( )
0

d
x x

F x x f t t
+∆

+ ∆ = ∫ ， 

        由此得函数的增量 ( ) ( )F F x x F x∆ = + ∆ −  

( ) ( ) ( )
0 0

d d d
x x x x x

x
f t t f t t f t t

+∆ +∆
= − =∫ ∫ ∫ . 

应用积分中值定理，有等式 ( )F f xξ∆ = ∆ ，ξ在 x与 x x+ ∆ 之间. 

在上式两端各除以 x∆ ，得 

                 ( )F f
x

ξ∆
=

∆
. 

由于假设函数 ( )f x 连续，而 0x∆ → 时， xξ → ， 

因此 ( ) ( ) ( )
0 0

lim lim
x x

FF x f f x
x

ξ
∆ → ∆ →

∆′ = = =
∆

. 

所以函数 ( )F x 可导，且 ( ) ( )F x f x′ = . 

（Ⅱ）证法 1  要证明 ( )G x 以 2为周期，即要证明对任意的 x，都有 ( ) ( )2G x G x+ = ，

记 ( ) ( ) ( )2H x G x G x= + − ，则 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 2 2

0 0 0 0
2 d 2 d 2 d d

x x
H x f t t x f t t f t t x f t t

+ ′ ′
′ = − + − −∫ ∫ ∫ ∫  

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

0 0
2 2 d 2 d 0f x f t t f x f t t= + − − + =∫ ∫ ， 

又因为 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 2

0 0
0 2 0 2 d 2 d 0 0H G G f t t f t t= − = − − =∫ ∫ ， 

所以 ( ) 0H x = ，即 ( ) ( )2G x G x+ = . 

证法 2  由于 ( )f x 是以 2为周期的周期函数，所以对任意的 x，都有 ( ) ( )2f x f x+ = ， 

于是 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 2 2

0 0 0 0
2 2 d 2 d 2 d d

x x
G x G x f t t x f t t f t t x f t t

+
+ − = − + − −∫ ∫ ∫ ∫  

( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2

0 2 0 0
2 d d d d

x x
f t t f t t f t t f t t

+⎡ ⎤= + − −⎢ ⎥⎣ ⎦∫ ∫ ∫ ∫  

( ) ( )
0 0

2 2 d d
x x

f u u f t t⎡ ⎤= + −⎢ ⎥⎣ ⎦∫ ∫  

( ) ( )
0

2 2 d 0
x

f t f t t⎡ ⎤= + − =⎡ ⎤⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦∫ . 

即 ( )G x 也是以 2为周期的周期函数. 

 
【评注】本题（Ⅰ）为教材中一定理，具体证明可见教材. 记住以下结论： 

设 ( )f x 是周期为T 的连续函数，则对任意的实数 t都有 ( ) ( )
0

d d
t T T

t
f x x f x x

+
=∫ ∫ . 

相关结论见 08版《数学复习指南》（理工类）第一篇第三章. 
 
（19） (本题满分 11分) 

( ) ( )21 0f x x x π= − ≤ ≤ ，展开成余弦级数，并求级数
( ) 1

2
1

1 n

n n

−∞

=

−
∑ 的和. 

【分析】本题考查傅立叶级数的展开，直接利用公式. 

【详解】因为 ( ) 21f x x= − 是偶函数，所以 0nb = . 

       ( )
2

2
0 0

2 1 d 2 1
3

a x x
π π

π
⎛ ⎞

= − = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ， 

       ( )
1

2
20

2 4 ( 1)1 cos d , 1,2,
n

na x nx x n
n

π

π

+⋅ −
= − = =∫ "， 

       所以 ( )
2 1

2 0
2

1 1

4 ( 1)1 cos 1 cos
2 3

n

n
n n

af x x a nx nx
n

π +∞ ∞

= =

⋅ −
= − = + = − +∑ ∑ . 

       令 0x = ，代入上式，可求得
( ) 1 2

2
1

1
12

n

n n
π

−∞

=

−
=∑ . 

【评注】需记住傅立叶级数的展开公式         
完全类似例题见 08版《数学复习指南》（理工类）P209【例 7.30】 【例 7.31】. 

 
（20） (本题满分 10分) 

设 ,α β 是 3维列向量，矩阵 T TA αα ββ= + ，其中
Tα ，

Tβ 分别为α ， β 的转置. 

证明：（Ⅰ）秩 ( ) 2r A ≤ ；（Ⅱ）若 ,α β 线性相关，则秩 ( ) 2r A < . 

【分析】本题考查矩阵的秩，可利用矩阵秩的相关推论. 
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【详解】（Ⅰ） ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )T T T T 2r A r r r r rαα ββ αα ββ α β= + ≤ + ≤ + ≤ . 

       （Ⅱ）若 ,α β 线性相关，不妨设 kβ α= ，于是 

       ( )T T 2 T1A kαα ββ αα= + = + ， 

       所以 ( ) ( )( ) ( ) ( )2 T T T1 1 2r A r k r rαα ββ αα α= + + = ≤ ≤ < . 

【评注】 ( ) ( ) ( )r A B r A r B± ≤ + ， { }( ) min ( ), ( )r AB r A r B≤ .         

相关结论见 08版《数学复习指南》（理工类）第二篇第二章. 
 

（21） (本题满分 12分)                               
设 n元线性方程组 Ax b= ，其中 

矩阵

2

2

2 1 0 0
2 0 0

0 0 2 1
0 0 2 n n

a
a a

A
a

a a
×

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

"
"

" " " " "
"
"

， ( )T
1 2, , , nx x x x= " ， ( )1,0, ,0b = " ， 

（Ⅰ）证明行列式 ( )1 nA n a= + ； 

（Ⅱ）当a为何值时，该方程组有惟一解，并求 1x ； 

（Ⅲ）当 a为何值时，该方程组有无穷多解，并求通解. 
【分析】（Ⅰ）为 n阶行列式的求解，可利用递推法；（Ⅱ）（Ⅲ）利用通常的方法. 

【详解】（Ⅰ）

2

2
1 2

2

2 1 0 0
2 0 0

2
0 0 2 1
0 0 2

n n n

a
a a

D A aD a D
a

a a

− −= = = −

"
"

" " " " "
"
"

. 

            现用数学归纳法证明. 

            2n = 时， ( )2 2
2 2

2 1
3 2 1

2
a

D a a
a a

= = = + . 

            假设n k≤ 时， ( )1 k
kD k a= + ， 

             则 1n k= + 时，有. 

2
1 12k k kD aD a D+ −= −  

( ) ( )2 1 12 1 2k k ka k a a ka k a− += + − = + ， 

         综上可得， ( )1 nA n a= + . 
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（Ⅱ） ( )1 0nA n a= + ≠ ，即 0a ≠ 时，方程组有惟一解，设将 A的第一列用b替换后所

得矩阵为 1A，根据克莱姆法则可得 

       
( )

1
1 1

1 ( 1) ( 1) 1

n
n

n n

A D na nx
A n a n a n a

−
−= = = =

+ + +
. 

（Ⅲ）当 0a = 时，方程组有无穷多解. 此时 

        

0 1 0 0
0 0 0 0

0 0 0 1
0 0 0 0 n n

A

×

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

"
"

" " " " "
"
"

，则 0Ax = 的同解方程组为

2

3

0
0

0n

x
x

x

=⎧
⎪ =⎪
⎨
⎪
⎪ =⎩

"
. 

  易求得 0Ax = 的基础解系为 ( )T1,0, ,0" . 

  因为

0 1 0 0
0 0 1

0 0 0 0
1 1 0

0 0 0 1
0 0 0

0 0 0 0 n n

A

×

⎡ ⎤
⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥= =
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦

"
"

" " " " "
# # #

"
"

，所以

0
1

0

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

#
是 Ax b= 的特解， 

  从而 Ax b= 的通解为 

         ( ) ( )T T1,0, ,0 0,1, ,0x k= +" " ，其中 k为任意常数. 

【评注】 n阶方阵的求解见 08版《数学复习指南》（理工类）P346【例 1.18】，方程组求解
类似例题见《数学复习指南》（理工类）P411【例 4.9】，文登强化班讲义《线性代数》第 4
讲【例 4】. 
 
（22） (本题满分 11分) 

设随机变量 X 与Y 相互独立， X 的概率分布为 { } ( )1 1,0,1
3

P X i i= = = − ，Y 的概率

密度为 ( )
1, 0 1
0,Y

y
f y

≤ <⎧
= ⎨
⎩ 其他

，记Z X Y= + ， 

（Ⅰ）求
1 | 0
2

P Z X⎧ ⎫≤ =⎨ ⎬
⎩ ⎭

. 

（Ⅱ）求Z 的概率密度. 
【分析】（Ⅰ）求条件概率，可直接利用公式求解；（Ⅱ）可先求出分布函数，然后求导即为

所求密度函数. 

【详解】（Ⅰ）
{ }

1 , 0
1 2| 0
2 0

P Z X
P Z X

P X

⎧ ⎫≤ =⎨ ⎬⎧ ⎫ ⎩ ⎭≤ = =⎨ ⎬ =⎩ ⎭
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{ }

{ }
1
2

0

1 0
12 d

0 2

P Y P X
y

P X

⎧ ⎫≤ =⎨ ⎬
⎩ ⎭= = =

= ∫ . 

 （Ⅱ）设Z 的分布函数为 ( )F z ，则其值域非零时 z的区间为[ ]1, 2− . 

      当 1z < − 时， ( ) 0F z = ； 

      当 2z > 时， ( ) 1F z = ； 

      当 1 2z− ≤ < 时， 

( ) { } { }F z P Z z P X Y z= < = + <  

{ } { } { } { }| 1 1 | 0 0P X Y z X P X P X Y z X P X= + < = − = − + + < = =  

{ } { }| 1 1P X Y z X P X+ + < = = ； 

{ } { } { }1 1 1
3

P Y z P Y z P Y z= < + + < + < −⎡ ⎤⎣ ⎦  

     ( ) ( ) ( )1 1 1
3 Y Y YF z F z F z= + + + −⎡ ⎤⎣ ⎦ . 

所以Z 的分布密度函数为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 , 1 21 1 1 3

3 0,
Y Y Y

z
f z F z f z f z f z

⎧ − ≤ <⎪′= = + + + =⎡ ⎤ ⎨⎣ ⎦
⎪⎩

－
其他

. 

 
【评注】本题为基础题型.         

类似例题见 08版《数学复习指南》（理工类）P518【例 2.38】 【例 2.39】，文登强
化班讲义《概率统计》第 3讲【例 4】 
 
（23） (本题满分 11分) 

设 1 2, , , nX X X" 是总体 ( )2,N µ σ 的简单随机样本，记 

1

1 n

i
i

X X
n =

= ∑ ， ( )
2

2

1

1
1

n

i
i

S X X
n =

= −
− ∑ ，

2 21T X S
n

= − . 

（1） 证T 是 2µ 的无偏估计量. 

（2） 当 0, 1µ σ= = 时，求DT . 

【分析】（1）要证 2ET µ= ；（2）求DT 时，利用 2X 与
2S 独立性. 
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【详解】（1） ( ) ( )2 2 2 21 1ET E X S E X E S
n n

⎛ ⎞= − = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 21 1 1D X E X E S
n n n

σ µ σ µ= + − = + − = . 

所以T 是 2µ 的无偏估计量. 

（2）当 0, 1µ σ= = 时， ( )0,1X N∼ ，
10,X N
n

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∼ ， 0ET = . 

2 21DT D X S
n

⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 （注意 2X 与
2S 独立） 

( ) ( )2 2
2

1D X D S
n

= +  

( )
( )

( )
2

2
22 2

1 1 1 1
1

D nX D n S
n n n

⎡ ⎤= + ⋅ −⎣ ⎦−
 

( )
( )22 2

2 1 1 22 1
( 1)1

n
n n n nn

= + ⋅ ⋅ − =
−−

. 

【评注】若 ( )2,X N µ σ∼ ，则 

( ) ( )2 2 2 2 2 2
2 2

1 1 1, , , 2 1 1n nEX DX ES D S n S n
n

µ σ σ χ
σ σ
− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = = = − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∼ . 

类似例题见 08 版《数学复习指南》（理工类）P571【例 5.1】 【例 5.2】，文登强化班
讲义《概率统计》第 6讲【例 1】 【例 2】. 
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